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Abstract 
 

In this research, from the whispering gallery modes generated by micro PANDA 
ring resonator, the reduced trapping harmonics potential in the short range regime where 
the interaction was represented by a coupling between ions – electric field were 
established and analyzed. It was found that the deep potential well was proportional 
to electric intensity and the damping polarized transition rate of the dipole. The 
application of this trapping potential in quantum information engineering was showed 
many good evidences such as quantum CNOT gate for both single and two qubits as 
well. 
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บทท่ี 1 
บทนํา 

 

1.1 ความสําคญัและที่มาของปัญหาที่ทําการวิจัย 

วงแหวนสั่นพ้องแพนด้านับว่าเป็นสิ่งประดิษฐ์ที่มีประโยชน์มากทั้งในด้านการสื่อสารระยะไกล
ด้วยระบบเส้นใยแก้วนําแสง และด้านเทคโนโลยีการประดิษฐ์ตัวตรวจรู้เพ่ือประยุกต์ใช้ในการดักจับ
อะตอมหรือโมเลกุลของสสารได้อย่างแม่นยํายาวนานย่ิง และเป็นวิธีการสร้างสถานะคิวบิตจากอะตอมที่
ดีเย่ียมอีกวิธีหน่ึงเพ่ือนําไปใช้ในการประมวลผลในซีพียูของควอนตัมคอมพิวเตอร์และเทคโนโลยีการ

สื่อสารเชิงควอนตัมในอนาคตต่อไปได้อย่างคุ้มค่าย่ิง  การเพ่ิมประสิทธิภาพการดักจับอะตอมหรือ
โมเลกลุของวงแหวนสั่นพ้องแพนด้าจึงมีความสําคัญและจําเป็นอย่างยิ่ง เพราะเป็นเครื่องมือที่มีต้นทุน
ตํ่าแต่มีประสิทธิภาพในการใช้งานสูงมาก พกพาสะดวก และมีขนาดเล็ก  ดังน้ัน ประเด็นหลักของการ
เพ่ิมประสิทธิภาพการดักจับอะตอม คือ การเพ่ิมอัตราการเกิดขึ้นของโฟตอนโมดของห้องการสะท้อน
แสง (WGM) หรือกล่าวอีกนัยหน่ึง คือ การเพ่ิมขึ้นของอัตราการเกิดของอันตรกิริยาระหว่างโฟตอนโม
ดของสัญญาณขาเข้าและโมเลกุลที่ไม่ตอบสนองต่อสนามไฟฟ้าแบบเชิงเส้นของวงแหวนสั่นพ้องแพนด้า
น่ันเอง ดังน้ัน สถานะโฟตอนจากกระบวนการน้ีจึงสามารถอธิบายด้วยสถานะบีบอัดได้ ซึ่งเกิดขึ้นร่วมกับ
สมบัติทางจุลภาคของเส้นใยแก้วนําแสงพฤติกรรมที่โฟตอนแสดงออกสอดคล้องกับทฤษฎีทางสถิติที่

ขึ้นกับเวลา ดังน้ัน วิธีการของสโตแคสติกจึงเหมาะที่จะนํามาประยุกต์ใช้ได้กับกรณีศึกษาเหล่าน้ี 
1.2 วัตถุประสงคข์องโครงการวิจัย 
      เพ่ือศึกษาศักย์ฮาร์โมนิคสําหรับการดักจับไอออนสถานะคิวบิตจากวงแหวนสั่นพ้องแพนด้าระดับ  
      ไมครอน 
1.3 ขอบเขตของโครงการวิจัย 

1.3.1 ศึกษาโดยการประยุกต์ใช้สมการชเรอดินเงอร์ 
1.3.2 ศึกษาวงแหวนสั่นพ้องแพนด้า เพียง 1 คู่  

1.4 ทฤษฎี สมมุติฐานและกรอบแนวความคิดของโครงการวิจัย 

สมมติฐานของการวิจัย คือ วงแหวนสั่นพ้องแพนด้าให้โมด WGM ที่มีเกรเดียนท์ของสนามไฟฟ้า
ที่มีขนาดเข้มขน้และสามารถดักจับอนุภาคที่มีโพลาไรเซชันได้ จึงสามารถเขียนศักย์การดักจับแบบ
ฮาร์โมนิคเพ่ือแสดงผลในเชิงสารสนเทศเชิงควอนตัมได้ 

1.5 ประโยชนท์ี่คาดว่าจะได้รับ  

ด้านวิชาการ ใช้ประกอบการเรียนการสอน ต่อยอดเชิงวิจัย 

1.6 แผนการถ่ายทอดเทคโนโลยีหรือผลการวิจัยสู่กลุ่มเป้าหมาย 

1.6.1 เผยแพร ่ตีพิมพ์ผลงานการวิจัยในวารสารวิชาการ 
1.6.2 สอนบรรยายให้แก่นักศึกษา มทร.พระนคร หรือ สถาบันอุดมศึกษาอ่ืน หรือ
ภาคอุตสาหกรรมที่ให้ความสนใจ 



 
 

บทท่ี 2 
เอกสารและงานวิจัยที่เก่ียวข้อง 

 
2.1 บทนาํ 

ถึงแม้ว่า ดิแรก (P. A. M. Dirac) ได้ค้นพบทฤษฎีควอนตัมของการแผ่รังสีแล้วก็ตาม แต่การ
อธิบายปรากฏการณ์ต่างๆของแสงส่วนใหญใ่นขณะนั้นยังอยู่ในกรอบของทฤษฎีกึ่งแผนเดิม ซึ่งแสง
ประพฤติตัวตามแบบของทฤษฎีสนามไฟฟ้าแผนเดิม ต่อมา หยวน (H. P. Yuen) ได้นําแนวคิดของ
สถานะบีบอัดเข้ามาใช้และสถานะดังกล่าวสามารถผลิตขึน้มาได้โดยใช้กระบวนการขยายสัญญาณแบบ
พาราเมตริกซ์สถานะซ้ําซ้อน สถานะบีบอัดจึงเป็นอีกรูปแบบหน่ึงของแสงที่แสดงให้ทราบว่าสถานะของ
แสงไม่ใช่สถานะแบบด้ังเดิมอีกต่อไป เน่ืองจากสถานะบีบอัดมีประโยชน์ทั้งต่อการประยุกต์ใช้ในการ
สื่อสารเชิงแสงและการตรวจวัดการแผ่รังสีความโน้มถ่วงเป็นอย่างมาก ดังน้ัน จึงมีการทดลองจํานวน
มากพยายามผลิตสถานะบีบอัด และในปี ค.ศ. 1986 สลัชเชอร์ (R. E. Slusher) และคณะ ประสบ
ความสําเร็จในการผลิตสถานะบีบอัดโดยใช้การขยายสัญญาณแบบพาราเมตริกซ์โดยใช้ดายเลเซอร์ ข้อดี
ของสถานะบีบอัด คือ การมีสญัญาณรบกวนในควอเดรเจอร์หน่ึงของสนามไฟฟ้าตํ่ากว่าสถานะ
สุญญากาศมาก โดยในปี ค.ศ. 2006 ก็สามารถผลิตระดับความเข้มการบีบอัดเพ่ิมขึ้นได้ถึง 7 dB จากการ
สั่นแกว่งแบบพาราเมตริกซ์ย่อยของการกระตุ้นตํ่าสุด 

สถานะบีบอัดสุญญากาศได้แสดงภาพลักษณ์ของแสงเชิงควอนตัมออกมาจํานวนมาก และ
ลําแสงสหสัมพันธ์แบบ EPR ก็ถูกผลิตขึ้นตามมาได้อย่างสําเร็จโดยอาศัยการเหลื่อมซ้อนทับกันของ
ลําแสงสองลําซึ่งเกิดจากการกระตุ้นผลึกไมเ่ชิงเส้น โดยต่อมาลําแสง EPR ได้เข้ามามีบทบาทอย่างมาก
ในการเคลื่อนย้ายสถานะทางควอนตัม ในปี ค.ศ. 1998 ฟูรุซาวา (A. Furusawa) และคณะประสบ
ผลสําเร็จอย่างงดงามในการทดลองเพ่ืออธิบายการเคลื่อนย้ายสถานะควอนตัมของแสง เช่นเดียวกันกับ
กลุ่มของบรอนสไตน์ (S. L. Braunstein) ก็ได้พัฒนาทฤษฎีสารสนเทศเชิงควอนตัมของตัวแปรต่อเน่ือง
ขึ้นมาซึ่งสถานะบีบอัดสุญญากาศถูกใช้งานเพ่ือเป็นตัวนําพาข้อมูลสารสนเทศระหว่างผู้รับและผู้ส่ง 

คุณสมบัติทีส่ําคัญอย่างหน่ึงของแสงเลเซอร ์ คือ ความมรีะเบียบแบบอาพันธ์ซึ่งมักใช้เป็น
ตัวกลางการประยุกต์ใช้ที่สําคัญ คือ เพ่ือใหเ้กิดการสะท้อนของโฟตอนหรือโฟตอนเอ็คโค การเตรียมสาร
ไดอิเล็กตริกโมเมนต์ที่มีความพร้อมเพรียงสูงสําหรับสารท่ัวไปทําได้โดยยิงพัลส์แรกของแสงเลเซอรใ์ส่
สารเพ่ือทําให้เกิดการเปลี่ยนเฟสหลังจากน้ันยิงพัลส์เลเซอร์ชุดที่สองตามมาแล้วสารก็เกิดการ
ปลดปล่อยเอ็คโคโฟตอนออกมา ซึ่งแนวคิดนี้ได้มาจากสปินเอ็คโคในแมก็นีโตเรโซแนนซ์ ซึ่งเก่ียวข้องกับ
การเกิดความพร้อมเพรียงของสปินในสนามแม่เหล็ก สมการบล็อคเชิงแสงแสดงความสมนัยระหว่างได
โพลของอะตอมที่เกิดจากการยิงลําแสงเลเซอร์เข้าไปเหน่ียวนํา และการกระตุ้นการเหน่ียวนําสปินโดย
สนามแม่เหล็ก 
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2.2 ทฤษฎีควอนตัมของแสงเบื้องต้น 

นักฟิสิกส์ชาวอังกฤษ ช่ือ เจมส์ เคลิกแม็กซ์เวลล์ (James Clerk Maxwell) ค.ศ. 1831–1879 
เป็นบุคคลคนแรกที่ทํานายการมีอยู่ของสมการคลื่นสนามแม่เหล็กไฟฟ้าในสุญญากาศ ณ ตําแหน่ง 

( , , )x y z=r และ เวลา t โดยเขียนได้ว่า  

 
2 2

2 2 2

1( , ) ( , )t t
c t

∂ ∂
=

∂ ∂
A r A r

r
 (1) 

โดยที่  

 ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )t t t+ −= +A r A r A r  (2) 
เรียกว่า ศักย์เวกเตอร์ (Vector Potential) โดยท่ี ( )*( ) ( )( , ) ( , )t t+ −=A r A r โดย สนามไฟฟ้า ( , )tE r

มีความสัมพันธ์กับ ศักย์เวกเตอร์ ( , )tA r คือ 

 ( , ) ( , )t t
t
∂

= −
∂

E r A r  (3) 

สนามแม่เหล็ก ( , )tB r มีความสัมพันธ์กับ ศักย์เวกเตอร์ คือ 

 0( , ) ( , ) ( , )t t tμ= =∇×B r H r A r  (4) 

สมการ (1) มีผลเฉลยในรูป 

 
1/2

† *

0

ˆ ˆ( , ) [ ( ) ( ) ].
2

k ki t i t
k k k k

k k

t a e a eω ω

ω ε
−⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑A r u r u r=
 (5) 

เมื่อความสัมพันธ์การสลับที่ของตัวดําเนินการโบซอนของโฟตอน คือ  
 †ˆ ˆ, ,k k kka a δ′ ′⎡ ⎤ =⎣ ⎦  (6) 

 [ ] † †ˆ ˆ ˆ ˆ, , 0k k k ka a a a′ ′⎡ ⎤= =⎣ ⎦  (7) 

และ 

 ( )

3/2

1( ) e exp( )k i
L

λ
= ⋅u r k r�  (8) 

โดยที่ความสัมพันธ์เชิงต้ังฉากของ ( )ku r คือ 

 * ( ) ( )k k kk
V

d δ′ ′=∫u r u r r  (9) 

สัญลักษณ์ ( )
 e ,H V

λ
=�  ทางขวามือของสมการ (8) แสดงสถานะโพลาไรซ์ที่ต้ังฉากกัน 

(orthonormal) ของโฟตอนอนุภาคหน่ึง ซึ่งมีอยู่สองสถานะเช่นเดียวกับกรณีของสถานะสปินของ
อิเล็กตรอนอนุภาคหน่ึง กล่าวคือ H ใช้แทนเวกเตอร์สถานะโพลาไรซ์ของโฟตอนในแนวนอน และ 

V แทนเวกเตอร์สถานะโพลาไรซ์ของโฟตอนในแนวตั้ง  

ตัวดําเนินการพลังงานรวมหรือแฮมิลโตเนียนของสนามแม่เหล็กไฟฟ้าอยู่ในรูป 

 ( )2 2
0 0

1ˆ
2

dε μ= +∫ E H rH  (10) 

จากผลเฉลยตามสมการ (5) เมื่อแทนค่าสนามไฟฟ้า ( , )tE r จากสมการ (3) และสนามแม่เหล็ก 
( , )tB r จากสมการ(4) ลงในสมการ (10) ดังน้ัน ตัวดําเนินการแฮมิลโทเนียน Ĥ จึงเขียนใหม่ได้เป็น 
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 † 1ˆ ˆ ˆ
2k k k

k

a aω ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑=H  (11) 

ซึ่งตรงกับรูปแบบของตัวดําเนินการพลังงานของการสั่นแกว่งแบบซิมเปิลฮาร์โมนิคที่คุน้เคยกันดีใน
กลศาสตร์ควอนตัมน่ันเอง จากเหตุผลน้ีจงึทําให้ทราบว่า สถานะของโฟตอนสามารถอธิบายได้ใน 3 
รูปแบบ คือ  

2.2.1 สถานะฟอคหรือสถานะเชิงตัวเลข (Fock or Numer State) 

สถานะแบบน้ีมีเวกตอร์เจาะจงและค่าเจาะจงที่สอดคล้องกัน คือ 

 †ˆ ˆk k k k ka a n n n=  (12) 

โดยที่ 1, 2, 3,...,kn = ∞   และ  

 |k k mnn m δ=  (13) 

และการดําเนินการของตัวดําเนินการทําลายต่อสถานะสุญญากาศ (vacuum state) ให้ค่าเจาะจง คือ 

 ˆ 0 0ka =  (14) 

ดังน้ัน จึงเขียนสถานะเชิงตัวเลขใดๆให้อยู่ในสถานะสุญญากาศได้เป็น 

 
†

1/2

ˆ( ) 0
( !)

kn
k

k
k

an
n

=  (15) 

และมีความสมัพันธ์บริบูรณ์ เป็น 

 
0

| 1
k

k k
n

n n
∞

=

〈 =∑  (16) 

2.2.2 สถานะอาพันธ์ (Coherent States) 

เวกเตอร์เคทของสถานะนี้เขียนอยู่ในรูป 
 ˆ ( ) 0α α=D  (17) 

โดยที่ตัวดําเนินการกระจัด 

 † *ˆ ˆ ˆ( ) exp( )a aα α α= −D  (18) 

โดยที่ *,α α เป็นจํานวนเชิงซ้อนและสังยุคของมันตามลําดับ ค่าเจาะจงสถานะอาพันธ์ คือ 

 â α α α=  (19) 

หรือเขียนในรูปเวกเตอร์เคทที่สัมพันธ์กับสถานะจํานวนได้เป็น 

 2
1/2exp( | | /2 )

( !)

n

n
n
αα α= − ∑  (20) 
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2.2.3 สถานะบีบอัด (Squeezed states) 

สถานะบีบอัดหาได้จากการบีบอัดสถานะอาพันธ์ โดยใช้ตัวดําเนินการบีบอัด ˆ( )ζS  ดังสมการ 

 ˆ ˆ, ( ) ( ) 0α ζ α ζ=D S  (21) 

โดยท่ี 

 
*

2 † 2ˆ ˆ ˆ( ) exp ( )
2 2

a aζ ζζ
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

S  (22) 

โดยท่ี *,ζ ζ เป็นจํานวนเชิงซ้อนและสังยุคของมันตามลําดับ 

2.3 วงแหวนสั่นพ้องแพนด้า 

การทํานายการเกิดสถานะบีบอัดของโฟตอนในเส้นใยแก้วนําแสงค้นพบโดย P Drummond และคณะ 
[1] เป็นที่ทราบกันดีว่าอุปกรณ์วงแหวนสั่นพ้องแพนด้า (PANDA Ring Resonator) สามารถใช้ร่วมกัน
กับเส้นใยแก้วนําแสงเป็นอย่างดี [2] เพราะอุปกรณ์ชนิดน้ีสามารถใช้เป็นตัวกรองความถี่ของแสง และใช้
เป็นวงจรสวิตช่ิงได้เป็นอย่างดี โดยเมื่อป้อนสัญญาณแบบลูกคลื่นลําแสงโซลิตอนแบบต่อเนื่องที่ประตูขา
เข้า (Input Port) ของวงแหวนสั่นพ้องแพนด้า พบว่าสัญญาณที่ประตูขาออก (Throughput Port) มี
ช่วงของ FWHM ที่ทั้งแคบและแหลมคมมาก ด้วยการออกแบบอุปกรณ์ทางแสงชนิดน้ีให้มีขนาดเล็กลง
ในระดับไมครอน ซึ่งสามารถบรรจุลงในวงจรรวมได้ โดยมีส่วนประกอบภายในที่สําคัญ ดังรูปที่ 2.1  
 

 
 

รูปที่ 2.1 แสดงวงจร PANDA Ring Resonator 
 

คุณสมบัติที่โดดเด่นประการหน่ึงของวงแหวนส่ันพ้องแพนด้า คือ การเกิดขึ้นของโมดห้องการสะท้อน
แสง (Whispering Gallery Mode: WGM) ขณะที่มีการเกิดขึ้นของคลื่นสนามไฟฟ้าที่เกิดขึ้นจากอันตร
กิริยาระหว่างโฟตอนกับโมเลกุลชนิดไม่เชิงเส้น (3)χ   ของสารตัวกลางวงแหวนสั่นพ้องแพนด้า เล็ดลอด
ออกมานอกวงแล้วมีการแทรกสอดแบบเสริมกันที่บริเวณภายในห้องวงแหวนกลางของทั้งวงบนและวง
ล่าง ซึ่งให้ยอดแหลมคมของคลื่นสนามไฟฟ้าที่มีความเข้มสูงมากพอที่จะให้ค่าเกรเดียนท์ของศักย์ไฟฟ้า
มากพอเช่นกัน [3] โดยไปเหน่ียวนําให้เกิดอันตรกิริยาแรงดึงดูดของยอดคลื่นลําแสงกับไดโพลไฟฟ้าของ
อะตอมอย่างแรง [4] จึงมีความเหมาะสมท่ีจะนํามาประยุกต์ใช้ทําเป็นอุปกรณ์ดักจับเชิงแสงสําหรับ
อนุภาคควอนตัมในระดับอะตอมหรือโมเลกุลของสสารในสถานะแก๊สได้ ซึ่งสามารถนําไปประยุกต์ใช้ทํา
ตัวตรวจรู้ในอุปกรณ์ระบบควบคุมหรือความปลอดภัยจากแก๊สชนิดต่างๆได้อย่างแม่นยําอย่างยิ่ง



 
 

บทท่ี 3 
วิธีการดําเนินการวิจัย 

 
การวิจัยมีลําดับขั้นตอนต่างๆ ดังต่อไปน้ี 
1. ศึกษาการเย็นตัวของอะตอมด้วยวิธีหล่อเย็นด้วยแสงเลเซอร์ 
2. ศึกษาการดักจับเชิงแสง 
3.ศึกษาการดักจับด้วยสนามแม่เหล็ก 
4. ศึกษาการดักจับด้วยสนามแม่เหล็กและแสง 
5. ศึกษาการดักจับด้วยแสงและความโน้มถว่ง 
6. ปรับปรุงแบบจําลองให้สอดคล้องกับข้อมูลที่ได้ย่ิงขึ้น 
7. สรุปผล เขียนรายงานการวิจัยและจัดทํารปูเล่ม 
8. เผยแพรข่้อมูลงานวิจัยโดยผ่านการอบรมสัมมนา/เสนอผลงานการประชุมหรือการตีพิมพ์ลงใน 
วารสารระดับชาติหรือนานาชาติ 
 
 

3.1 การเยน็ตัวของอะตอมด้วยวิธีหล่อเยน็ด้วยแสงเลเซอร์ 
โดยทั่วไปการดักจับอะตอมจะทํากับอะตอมที่เย็นตัวแล้วด้วยแสงเลเซอร์ เพราะสามารถลดพลังงาน
จลน์ของอะตอมลงได้ ดังน้ัน การเย็นตัวของอะตอมด้วยเลเซอร์จึงเป็นกุญแจที่สําคญัและเป็นขอบเขต
ของอุณหภูมิที่ลงลึกได้ ซึ่งอาศัยหลักการท่ีสาํคัญดังน้ี 

3.1.1 การเย็นตัวแบบดอปเปลอร ์
วิธีการแบบนี้มักประยุกต์ใช้กับอะตอมที่มีเพียงสองระดับพลังงานเพ่ือลดอุณหภูมิของอะตอมลง โดย
อาศัยการดูดกลืนโฟตอนหน่ึงอนุภาคด้วยการเคลื่อนย้ายอะตอมแบบการปลดปล่อยแสงด้วยวิธีดอป
เปลอร์จนกระทั่งอุณหภูมิของอะตอมลดลงไปเรื่อยๆในการหน่วงอะตอมให้เคลื่อนที่ช้าลงจากความเร็ว
เชิงความร้อน 0v ไปสู่ความเร็วเฉลี่ยทีม่ีค่าเป็นศูนย์โดยต้องมีช่วงของระยะทางที่สอดคล้อง คือ  

 
2
0 1

2 r

v Gl
v Gγ

+
=  (23) 

โดยที่ /rv k M= =  คือ ความเร็วถอยกลับของอะตอม และ G คือ พารามิเตอร์ความอ่ิมตัว โดยที่ 

 ( ) r

s

IG r
I

=  (24) 

เมื่อ 2
0( ) ( ) / 8I r cE r π=  คือ ความเข้มของลําแสงเลเซอร์ที่ตําแหน่ง r  และ ความเข้มแสงทีอ่ิ่มตัว

2 2 2/ 4sI c dγ π= =   โดย d คือ สมาชิกเมตริกซ์ขั้วคู่ที่ลดรูปแล้ว γ  คือ ความน่าจะเป็นของการสลาย

ด้วยตัวเอง อุณหภูมิดอปเปลอร์ DT  คือ 

 
2B Dk T Γ

=
=  (25) 
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โดยที่ Γ คือ แถบความกว้างของเส้นธรรมชาติของการเลื่อนสถานะ ที่ความเร็วเชิงความร้อน 
5

0 10v ≈ cm/s และค่า 1G ≈ ระยะทางของการหน่วงอะตอมอยู่ระหว่าง 10 -100 cm อุณหภูมิเย็น

ตัวอยู่ในระดับ 100 – 10 mK 

3.1.2 การเย็นตัวลงด้วยวิธีแบบแถบด้านข้าง 
ในศักย์การดักจับเราสามารถทําให้ไอออนเย็นตัวลงได้อีกและมากกว่าขีดจํากัดของวิธีดอปเปลอร์ด้วยวิธี
ที่เรียกว่า การเย็นตัวลงแบบแถบด้านข้าง  ดังแสดงในรูปที่  
 

 
 
รูปที่ 3.1  แผนภาพแสดงการเย็นตัวลงแบบด้านข้างแถบพลังงาน โดยที่ g  และ e  หมายถึง สถานะ

พ้ืนและสถานะกระตุ้นของไอออนตามลําดับ 
 
 
รูปล่างสุดแสดงโครงสร้างพลังงานของไอออนที่ถูกดักจับ ซึ่งเป็นการรวมกันระหว่างสถานะ ,...e และ

สถานะ ,...g  และการวิวัฒน์ของสถานะ แสงเลเซอร์ถูกปรับแต่งเพ่ือให้เกิดการเลื่อนไปสู่สถานะ

กระตุ้นด้วยการเคลื่อนตัวไปของสถานะกระตุ้นท่ีตํ่าที่สุด การปลดปล่อยด้วยตัวเองทําให้เกิดการเลื่อน
โดยปราศจากการเปลี่ยนของสถานะที่เคลือ่นที่ (ในค่าเฉลี่ย) เน่ืองจากศักย์ฮาร์โมนิคถูกประยุกต์กับทุกคู่
ของการเคลื่อนที่ของสถานะต่างๆท่ีอยู่รอบข้าง การควอนไทซ์เชิงการเคลื่อนที่ถูกย้ายออกแบบหน่ึงต่อ
หน่ึงในแต่ละรอบวัฏจักรและไอออนยุติลงในสถานะพ้ืนซึ่งจะไม่ควบกับแสงอีกต่อไป 

ในทางปฏิบัติใช้แสงเลเซอร์ทีเ่สถียรเพ่ือแยกแถบพลังงานด้านข้างต่างๆออกจากกันซึ่งคือการ
เลื่อนแบบรามานซึ่งพลังงานที่แตกต่างกันระหว่างลําแสงเลเซอร์สองลําที่ตกกระทบมคีา่เท่ากับพลังงาน
ของโฟนอนหน่ึงอนุภาค 

 
 

,1e

,0g
,1g

,0e

,2g

,2e

0g

e

1
2
3

1
2

v

v
⊗

�

0ω

0ω

Ω

ภายใน (ไอออน) ภายนอก (การดักจับ)

การปลดปลอยดวยตัวเองเลเซอร
โฟนอน

Γ
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3.1.3 การคัดเลือกอะตอม 
 
ถึงแม้การดักจับไอออนจะมีค่าความลึกของหลุมศักย์ดักจับหลายอิเล็กตรอนโวลต์ก็ตามและมคี่าเกือบ
เท่ากันสําหรับทุกๆไอออน แต่มีเพียงไม่กี่ไอออนที่มีเสถียรภาพในเชิงประยุกต์ใช้สําหรับการคณนาเชิง
ควอนตัม  โดยไอออนต้องมีสมบัติเบ้ืองต้น คือ 

1. โครงสร้างระดับสถานะทางอิเล็กทรอนิกส์ควรจะมีความเรียบง่ายเพ่ืออนุญาตให้มีระบบปิดของ
สองสถานะโดยไม่ต้องใช้แหล่งเลเซอร์มากเกินไป 

2. ระดับพลังงานต่างๆสําหรับการเลื่อนสถานะของคิวบิตควรไม่ต้องคํานึงถึงความไม่เป็นอาพันธ์ 
3. สถานะต่างๆควรอนุญาตให้เกิดการเย็นตัวด้วยเลเซอร์และอนุญาตให้สามารถการตรวจวัดได้

ด้วยการเลื่อนสถานะอย่างมั่นคง 
จากคุณสมบัติเบ้ืองต้นทั้ง 3 ข้อเหล่าน้ี รูปแบบของไอออนจึงต้องเป็นแบบไฮโดรจีนิก คือ มีอิเล็กตรอน
วงนอกเพียง 1 อนุภาค ระบบที่มีสองสถานะสามารถเป็นได้ทั้งท่ีมีสถานะพ้ืนแบบไฮเปอร์ไฟน์ 2 ระดับ 
หรือ สถานะพ้ืนและสถานะอิเล็กทรอนิกส์กึง่เสถียรที่ยืนยาวก็ได้ 
 
 

 
 
รูปที่ 3.2 แสดงการดักจับด้วยสนามแม่เหล็กและสนามโน้มถ่วง  แผนภาพของพลังงานทางด้านขวามือ
เป็นของไอออน 85Rb  เส้น D2 ใช้เพ่ือตักจับไอออนในสถานะพ้ืน 3F = และเกิดการเลื่อนสําหรับการป๊ัม
อะตอมจากสถานะ 2F =   ไปสูส่ถานะ 3F = ส่วนทางด้านซ้ายมือแสดงเส้น MOT จํานวน 6 เส้น
ทิศทางตามแกนพิกัดฉาก เมฆหมอกอะตอมที่ทําให้เย็นตัวจํานวน 65 10×  เกิดขึ้นที่ศูนย์กลางการดักจับ
และมีเส้นผ่าศนูย์กลางประมาณ 1 mm  
 

3.2 พลศาสตร์ของสนามไฟฟ้าในท่อวงแหวนสัน่พ้องแพนด้า 

ให้ inE , outE สนามไฟฟ้าขาเข้าและขาออกที่วงแหวนสั่นพ้องแพนด้าตามลําดับ จะได้

ความสัมพันธ์ 

กระจกแมเหล็ก

ลำแสงดักจับ

ลำแสงที่ถูกปม

ระดับพลังงาน

การดักจับการปม

F
4

1

3

2
85Rb

5S1/2

5P3/2
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2 2 2

2
2

1 (1 )
(1 ) 1

1 (1 ) (1 ) 2(1 ) 1 cos
out

in

E
E

κ γ τ
γ

γ κ τ γ κτ φ

⎡ ⎤⎡ ⎤− −⎣ ⎦⎢ ⎥= − −
+ − − − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 (26) 

โดยที่ exp( / 2)Lτ α= −  คอื สัมประสทิธ์ิการสูญเสียความเข้มในการแผ่วนครบหน่ึงรอบของ
สนามไฟฟ้า , L คือ ความยาวหรือเส้นรอบวงของวงแหวนแพนด้า , κ คือ สัมประสิทธ์ิคู่ควบความเข้ม
สนามไฟฟ้าที่บริเวณรอยต่อ และ γ  คือ สมัประสิทธ์ิคู่ควบการสูญเสียความเข้มสนามไฟฟ้า 
 

3.3 การสร้างสถานะสญุญากาศบีบอัดด้วยวิธีเรโซแนนท์ 

3.3.1โครงสรา้งการแผข่องคลืน่ในตัวกลางไม่เชิงเสน้ 

เมื่อฉายแสงตกกระทบตัวกลางที่ตอบสนองต่อแสงแบบไมเ่ชิงเส้น แสงจะไปเหน่ียวนําให้
ตัวกลางเกิดโพลาไรเซชันขึ้น ซึ่งจะเป็นสัดส่วนกับระดับขนาดที่สองหรือสูงกว่าของสนามไฟฟ้า ดังนั้น 
โพลาไรเซชันจึงประกอบด้วยสองส่วนหลัก คือ ส่วนที่ตอบสนองต่อแสงแบบเชิงเส้น LP  และแบบที่

ตอบสนองต่อแสงไม่เป็นเชิงเส้น NLP  โดยที่โพลาไรเซชันรวม เขียนได้ว่า 

 L NLP P P= +  (27) 

โดยที่ 
 (1)

0 ,LP ε χ= ⋅E  (28) 

 (2) (3)
0 0 ...NLP ε χ ε χ= ⋅ + ⋅ +EE EEE  (29) 

โดยที่ ( )iχ คือ ค่าความอ่อนไหวทางไฟฟ้าลําดับที่ i ซึ่งโดยทั่วไปเป็นเทนเซอร์ลาํดับที่ 1i + จากสมการ
แม็กซเวลล์ การแผ่ของคลื่นแม่เหล็กไฟฟ้าในตัวกลาง คือ 

 
22

2
0 02 2

NLPEE
t t

μ ε μ ∂∂
∇ − =

∂ ∂
 (30) 

โดยที่ (1)
0(1 )ε ε χ= + เราสนใจเพียงผลเฉลยของความไม่เป็นเชิงเส้นของตัวกลางในลําดับที่ 2 เท่าน้ัน 

สมมติว่าเราสนใจเฉพาะผลเฉลยแบบคล่ืนระนาบที่มีโพลาไรซ์ตามแนวแกน x  เท่าน้ัน และคลื่นกําลงั
แผ่ไปตามแนวแกน z ด้วยความถี่ 1 2,ω ω  และ 3ω  ดังน้ี 

 1 1 1( ) ( )
1

1( , ) ( ) . .,
2

i t k zE z t E z e c cω ω −= +  (31) 

 2 2 2( ) ( )
2

1( , ) ( ) . .,
2

i t k zE z t E z e c cω ω −= +  (32) 

 3 3 3( ) ( )
3

1( , ) ( ) . .,
2

i t k zE z t E z e c cω ω −= +  (33) 

โดยที่ iE  คือ แอมพลิจูดเชิงซ้อนที่แปรคา่อย่างช้าๆ และเราได้ละทิ้งส่วนที่ขึ้นกับเวลาของมันด้วย 

ดังน้ัน สนามไฟฟ้าช่ัวขณะ คือ  
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 31 2 ( )( ) ( )( , ) ( , ) ( , ) ( , )E z t E z t E z t E z tωω ω= + +  (34) 

เพ่ือท่ีจะควบสนามผ่านโพลาไรซ์ไม่เชิงเส้น เราสมมติว่า 3 1 2ω ω ω= +  และยังสมมติให้ (2)χ  เป็น

ปริมาณสเกลาร์ และ P มีทิศทางขนานกับแกน x   สมการ(96) จึงเขียนใหม่ได้ว่า 

 
2 2

2 (2) 2
0 0 02 2

( , )( , ) ( ( , ) )E z tE z t E z t
t t

μ ε μ ε χ∂ ∂
∇ − =

∂ ∂
 (35) 

เมื่อใช้การประมาณให้แอมพลิจูดแปรค่าช้ามากๆและการประมาณเฟส จึงได้สมการพ้ืนฐานอธิบาย
อันตรกิริยาลําดับที่ 2 คือ 

 3 2 1( )(2) *01 1
0 3 2 ,

2
i k k k zdE i E E e

dz
μω ε χ
ε

− − −= −  (36) 

 3 2 1

*
( )(2) *02 2

0 2 3 ,
2

i k k k zdE i E E e
dz

μω ε χ
ε

− + +=  (37) 

 3 2 1( )(2)3 3 0
0 1 2 .

2
i k k k zdE i E E e

dz
ω μ ε χ

ε
− + += −  (38) 

3.3.2 การผลติฮาร์มอนิกเชงิแสงลาํดับที่ 2 

ผลึกไมแ่ผ่รังสด้ีวยตัวเองแบบไม่เชิงเส้นเมื่อกระตุ้นด้วยแสงเลเซอร์หรือเรียกสั้นๆว่าแสง
พ้ืนฐานทําให้เกิดคลื่นฮาร์โมนิคลําดับที่ 2 กระบวนการน้ีอธิบายได้ด้วยสมการ (36) – (38) ความถ่ีแสง
พ้ืนฐานคือ ω  และแอมพลิจูด คือ ( )ωE  ดังน้ัน จึงให้ 1 2ω ω ω= =  และ ( )

1 2
ω= =   แสงฮาร์โมนิ

คลําดับที่ 2 คือ (2 )
3

ω=  และ 3 2ω ω=   สมการ (38) แปลงไปเป็น 

 (2) ( ) 20
0

(2 )

( ) i kzd i e
dz

ω
ωμω ε χ

ε
Δ= −

E
E  (39) 

โดยที่ 3 12k k kΔ = −  เมื่ออินทิเกรตสมการนี้จะได้แอมพลิจูดของแสงฮาร์โมนิคลําดับที ่2 ที่ผิวหน้าของ

ผลึก z d= คือ  

 (2 ) (2) ( ) 20
0

1( ) ( )
i kded i
i k

ω ωμω ε χ
ε

Δ −
= −

Δ
E E  (40) 

และกําลังแสงเอาท์พุทของฮาร์โมนิคลําดับที ่2 คือ 
 
 

( 2 ) ( 2 ) 2
0

1( ) | |
2

d cω ωε=I E  

 (
3/2 2

(2) )2 2 20
0 2

sin ( / 2)( ) ( )
( / 2)

kdd
kd

ωμ ωε χ
ε

Δ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠
I  (41) 

กําลังของแสงฮาร์โมนิคลําดับที่ 2 เป็นสัดส่วนโดยตรงกับกําลังสองของแสงพ้ืนฐาน จึงนิยาม สมัประสิทธ์ิ
การผันกลับ ดังน้ี  
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(2 )

( )

3/2 2
(2) 2 20

02 2

sin ( / 2)( )
( ) ( / 2)

kdd
kd

ω

ω

μη ωε χ
ε

Δ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠

I
I

 (42) 

และนิยามปัจจยัการสูญเสียจากการผันกลับ คือ 

 
3/2 2

(2) 2
(2 )

( )
(

0
0 2)

2 sin ( / 2)( )
( / 2)

kdd
kd

ω
ω

ω

μβ ωε χ
ε

Δ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠

I
I

I
 (43) 

3.3.3 การเทียบเฟสเสมือน 

เฟสของการโพลาไรเซชันไม่เชิงเส้นวิวัฒน์ด้วยขนาด 12k  และของคลื่นไฟฟ้าด้วยขนาด 3k  ซึ่ง 

3 12k k kΔ = −   คือ ความคลาดของเลขคลื่นของโพลาไรเซชันไม่เชิงเส้นจากคลื่นไฟฟ้า เมื่อ 1 32k k=  

เฟสเหล่าน้ีนําไปสู่ลําดับข้ันตอน เง่ือนไขน้ีถูกอ้างว่าเป็นการเทียบเฟส ในขณะทีค่วามเข้มของสนาม
เพ่ิมขึ้นเป็นสัดส่วนตาม 2z เมื่อ 0kΔ =  ฟังก์ชันของความเข้มสนามมีลักษณะเป็นคาบเมื่อ 0kΔ ≠

ดังน้ัน ความเข้มก็ไม่เลือนจางไป 
 ดัชนีหักเหเพ่ิมขึ้นอย่างปกติกับค่าω หรือ k  ในที่น้ีจะใช้เทคนิคของยาริฝซึ่งเป็นวิธีของการ
เทียบเฟสโดยใช้ผลึกท่ีไม่เป็นเชิงเส้นแล้วทําการมอดูเลตแบบมีคาบเป็นช่วงๆโดยการย้อนทิศทางของ
แกนหลักอย่างเป็นคาบ สัมประสิทธ์ิไม่เชิงเส้น (2) ( )zχ  สามารถกระจายในรูปของอนุกรมฟูริเยร์ คือ 

 (2) (2)
0

2( ) exp ,m
m

z a im zπχ χ
∞

=−∞

⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎢ ⎥Λ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑  (44) 

โดยที่ 

 
(2)

(2)
00

1 ( ) 2expm
za im z dzχ π

χ

Λ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟Λ Λ⎝ ⎠∫  (45) 

และ Λ คือ คาบของ (2)( )zχ  แทนค่าสมการ (44) ลงในสมการ (36) จะได้ 

 *(2)011
3 2 2 10 0 3

2exp
2

i m k k k zd i
dz

μω ε χ
ε

π⎡ ⎤⎛ ⎞− + +⎜ ⎟= − ⎢ ⎥Λ⎝ ⎠⎣ ⎦

E
E E  (46) 

ถ้ามีจํานวนเต็ม m  ที่สอดคล้องกับเง่ือนไข 

 3 2 1
2m k k kπ

= − −
Λ

 (47) 

การเทียบเฟสก็เป็นจริง ถ้า (2)( )zχ  เร่ิมจาก (2)
0χ  ถึง (2)

0χ−  ทุกๆค่าของ / 2Λ ซึ่งจะได้ 

 1 cos
m

ma
m

π
π

−
=  (48) 

ถ้าเลือก 1m =  สัมประสิทธ์ิไม่เชิงเส้นจึงเขียนได้ว่า 

 (2) (2) (2)
1 0 0

2
eff aχ χ χ

π
= =  (49) 
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3.3.4 เงื่อนไขที่ดีที่สุดในการโฟกัสลําแสงลงใส่ผลึกที่ไม่เป็นเชิงเส้น 

ลําแสงเกาเซียนซึ่งมีภาคตัดขวางจํากัดมีช่วงความยาวโฟกัสร่วม 2
0 0 /z nπω λ=  เป็นตัวบอก

ระยะทางจากเอวของลําแสงซึ่งพ้ืนที่ของลําแสงมีค่าเป็นสองเท่าของช่วงเอวลําแสง ถ้าละทิ้งการบาน
ออกของลําแสงจะได้สัมประสิทธ์ิการผันกลบั คือ 

 
3/2 (2) 2

0 0
2 2
0

( ) sin ( / 2)
( / 2)

d kd
kd

μ ωε χη
ε πω

Δ⎛ ⎞= ⎜ ⎟ Δ⎝ ⎠
 (50) 

3.4. แฮมิลโตเนียนของระบบโฟตอนเก่ียวพันกัน 

เมื่อโฟตอนโมดป้ัมมีอันตรกิริยากับผลึกที่มกีารตอบสนองต่อลําแสงเลเซอร์พลังงานสูงที่ตก
กระทบแบบไมเ่ชิงเส้นระดับพลังงานของอะตอมผลึกก็ถูกกระตุ้นขึ้นไปอยู่ในสถานะกระตุ้นจนกระทั่ง
อะตอมของผลึกท่ีไม่สมมาตรได้ปลดปล่อยโฟตอนออกมาสองโมด ได้แก่ โฟตอนโมดสัญญาณ( s )  
และโฟตอนโมดน่ิงเฉย ( i ) ออกมา สามารถเขียนแฮมิลโตเนียนของอันตรกิริยานี้ซึ่งเรียกว่า การผสมโฟ
ตอนแบบสี่โมด ได้ว่า 

 ( )(3) † † 2 †2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆs i p s i pi a a a a a aχ= −=H  (51) 

เมื่อ † † †ˆ ˆ ˆ, ,s i pa a a  คือ ตัวดําเนินการการสร้างโฟตอนโมดสัญญาณ โมดน่ิงเฉย และโมดป๊ัม ตามลําดับ 

เมื่อนําสมการ (51) เพ่ือศึกษาการวิวัฒน์ในเวลาของตัวดําเนินการทั้งสามโมด จาก  

 ˆˆ ˆ[ , ]di H
dt

ρ ρ==  (52) 

เมื่อ ρ̂ คือ ตัวดําเนินการเมตริกซ์หนาแน่นของระบบ ซึ่งมีความสัมพันธ์กับ ความน่าจะเป็นของการเลื่อน
สถานะของโฟตอน ( , )P +α α  ในปริภูมิจํานวนเชิงซ้อน ดังน้ี 

 ˆˆ ( , ) ( , ) ( , )P dρ μ+ + += Λ∫ α α α α α α
D

 (53) 

เมื่อ ( , , )p s iα α α≡α  และ ( , , )p s iα α α+ + + +≡α  และ 

 
( )*ˆ ( , )

( )*

+
+

+
Λ =

α α
α α

α α
 (54) 

จึงทําให้ได้สมการการวิวัฒน์ของตัวดําเนินการที่สอดคล้อง คือ 

 (3) 2 (3)
1/ 2 ( )s i p p t

t
α χ α α χ α ξ+∂

= +
∂

 (55) 

 (3) 2 (3)
2/ 2 ( )s i p p t

t
α χ α α χ α ξ+ + +∂

= +
∂

 (56) 

 (3) 2 (3)
3/ 2 ( )i s p p t

t
α χ α α χ α ξ+∂

= +
∂

 (57) 

 (3) 2 (3)
4/ 2 ( )i s p p t

t
α χ α α χ α ξ+ + +∂

= +
∂

 (58) 
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 (3) 2 (3)
5 ( )p s i p s i t

t
α χ α α α χ α α ξ+∂

= − +
∂

 (59) 

 (3) (3)
6 ( )p s i p s i t

t
α χ α α α χ α α ξ+ + + + +∂

= − +
∂

 (60) 

โดยที่ สหสมัพันธ์ของสัญญาณการรบกวน คือ 

( ) ( ) ( )i j ijt t t tξ ξ δ δ′ ′= − โดยมี 0jξ = โดยที่ , 1, 2,..., 6i j =               (61) 

ซึ่งสมการการคู่ควบการวิวัฒน์ของตัวดําเนินการ 
 ผลสืบเน่ืองที่เกิดขึ้น คือ หากวงแหวนสั่นพ้องแพนด้ามีสภาวะที่พอเหมาะ กล่าวคือ การ
เปลี่ยนแปลงไปมาระหว่างกันของโฟตอนทั้งสามโมด จะตรงกับกฎอนุรักษ์พลังงานและโมเมนตัมโฟตอน
สถานะเก่ียวพันกันในโมดสัญญาณและโมดน่ิงเฉยก็เกิดขึ้นตามมา และสถานะเกี่ยวพันกันของโฟตอน 
เขียนในรูปสมการเบลล์ในแบบสมมาตร ได้คือ 

 
( ) ( )1

2 s i s i
ψ ± = + ⊗ − ± − ⊗ +  (62) 

และสถานะแบบ อสมมาตร 

 
( ) ( )1

2 s i s i
φ ± = + ⊗ + ± − ⊗ −  (63) 

สมการเหล่าน้ีซึ่งมีประโยชน์มากในการประยุกต์ใช้ทางด้านสารสนเทศเชิงควอนตัมต่อไป ดังน้ัน จึง
จําเป็นต้องทดสอบบรรทัดฐานการมีสหสมัพันธ์ระหว่างกันของตัวดําเนินการที่เก่ียวข้อง โดยอาศัย
เง่ือนไขการเข้าคู่กันของความแปรปรวนค่าน้อยสุด nfiV ของตัวดําเนินการ ˆ

iX  และ îY ตามอสมการ

ของเบลล์ ดังน้ี 

 inf infˆ ˆ( ) ( ) 1i iV X V Y <  (64) 

ซึ่งในอสมการนี้ จะนํามาประยุกต์ใช้เพ่ือตรวจสอบค่าความสมมูลของตัวดําเนินการในโมดสัญญาณและ 
โมดนิ่งเฉย 
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รูปที่ 3.3 a) แสดงวงแหวนสั่นพ้องแพนด้าระดับไมครอน b) แสดงการควบกล้ํากันระหว่างสถานะของ
ไอออนและสถานะโพลาไรซ์ของโฟตอนของแสงเลเซอร ์

3.5 การดักจับ(Trapping) 

นับต้ังแต่การทดลองเกี่ยวกับอะตอมเด่ียวใช้ประโยชน์จากลําอะตอมของแก๊สเจือจางซึ่งเป็นการนําเสนอ
รูปแบบใหม ่จงึแบ่งการดักจับออกเป็น 2 ชนิด คือ การดักจับอะตอมที่เป็นกลางทางไฟฟ้าและการดักจับ
ไอออน 

3.5.1 การดักจับไอออน 

การดักจับแบบพอล (Paul traps) 

จากทฤษฎีบทของเอิร์นชอว (Earnshaw) กล่าวไว้ว่า ไม่สามารถจับอนุภาคที่มีประจุไฟฟ้าในโครงแบบที่
เสถียรภาพได้ด้วยสนามไฟฟ้าสถิตเพียงอย่างเดียว อย่างไรก็ตาม เมื่อมีการผสมกันระหว่างสนามไฟฟ้า
สถิตกับสนามแม่เหล็กหรือสนามไฟฟ้าที่ขึ้นกับเวลาก็สามารถมีจุดที่เกิดแรงดึงกลับในทั้ง 3 ทิศทางใน
แนวแกน x, y, z ที่กระทําต่ออนุภาคที่มีเกิดอํานาจทางไฟฟ้าได้ 

การดักจับแบบพอลประกอบด้วยอิเล็กโตรดรูปพาราโบลอยและวงแหวนอิเล็กโตรด ดังรูป 

Control Port 

Port CReference Port
Port D

Port B

Port A

Spintronics 
layers

or
H

V

or
H

V
H

V

α

β+

WGM1

WGM2

qubit lattice plane

beam

beam

orH Vor↑ ↓

(a) (b)
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รูปที่ 3.4 แสดงเครื่องมือการดักจับไอออน 

 

ถ้าใส่ศักย์ไฟฟ้ากระแสตรง dcU  และศักย์ไฟฟ้ากระแสสลับ acV  ความถ่ี Ω  เข้าไปที่อิเล็กโตรด ดังน้ัน

ศักย์ดักจับใกลก้ับแกนดักจับจะอยู่ในรูป 

 
2 2 2

0
2 2

0 0

( cos( ))( 2 2 )
2

dc acU V t r z z
r z

+ Ω − +
Φ =

+
 (65) 

โดยที่ 0r   และ 0z คือ ระยะทางจากแกนดักจับไปยังพ้ืนผิวของอิเล็กโตรด สมการน้ี คือ ศักย์ฮาร์โมนิคที่

เวลา t   ทีท่ําใหเ้กิดแรงดึงกลับในหน่ึงมิติน่ันเอง 

ดังน้ัน สมการการเคลื่อนที่ในการดักจับแบบพอล คือ 

 
2

2 2 2
0 0

2 ( cos( ))
2

2

dc ac

x x
q U V tdm y y

dt r z
z z

ω
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞

−⎜ ⎟ ⎜ ⎟= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  (66) 

ด้วยการแปลง 

 1
2

τ
ω

=  (67) 

 2 2
0

4/ 2 dc
x y z

qUa a a
mr

= = − =
Ω

 (68) 

 2 2
0

2/ 2 ac
x y z

qVq q q
mr

= = − =
Ω

 (69) 

สมการ  จะลดรูปมาเป็นสมการของแมธทิว คือ 
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2

2 ( 2 cos(2 )) 0i
i i i

d u a q u
d

τ
τ

+ + =  (70) 

โดยที่ , ,i x y z=  

ถ้า 1i ia q< �   สมการ จะมีผลเฉลยแบบวิเคราะห์ คือ 

 ( ) cos( )[1 cos( )]
2

i
i i i i

qu t A t tφ ω= Ω + +  (71) 

ผลเฉลยน้ีจะมกีารสั่นที่เร็วมากด้วยความถี่ของการจับ ω  ซึ่งเรียกว่า ไมโครโมชัน และสั่นด้วยความถี่ช้า 
เรียกว่า มาโครโมชัน ที่ความถี่ iΩ  ในศักย์การดักจับฮาร์โมนิคยังผลโดยที ่

 ( )
2 2

i
i i

qaω
Ω ≈ +  (72) 

เพ่ือเป็นตัวอย่างจากการทดลองพ้ืนฐานกรณีการดักจับไอออนเด่ียวรูปที่ 3.5 แสดงการปลดปล่อยแบบ
ฟลูออเรสเซนท์จากไอออนแบเรียม Ba  

 

 
 

รูปที่ 3.5 แสดงระดับช้ันพลังงานของแบเรียม 

 

ถ้าไอออนอนุภาคหน่ึงถูกดักจับแล้วยิงแสงเลเซอร์ใสม่ันตลอดเวลาจะทําให้มันเกิดการเลื่อนสถานะจาก 
1/2 1/2P S→  ดังน้ัน การปลดปล่อยในย่านความถี่ฟลูออเรสเซนส์จะหายไปทันทีเน่ืองจากเกิดการเล่ือน

สถานะไปสู่สถานะก่ึงเสถียร 5/2D  (หรือไปสู่สถานะ 3/2D )  

3.6 ศักย์ฮาร์โมนิค 
การดักจับไอออนแบบพอลน้ันศักย์ฮาร์โมนิคมีความชิดใกล้กับศูนย์กลางการดักจับอย่างย่ิง แฮมิลโท
เนียนของอนุภาคในศักย์ฮาร์โมนิคหน่ึงมิติ คอื 

 
2

2 21
2 2
pH m x
m

ω= +  (73) 

 

ด้วยตัวดําเนินการสร้างและทําลาย †,a a  ตามลําดับ โดยที่ 

 
1

2
a (m x+ip)

m
ω

ω
=

=
 (74) 

S1/2

P1/2

D5/2

D3/2

493 nm

650 nm

1700 nm
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 † 1
2

a (m x ip)
m

ω
ω

= −
=

 (75) 

 
โดยมีคุณสมบัติ 
 † 1 1a n n n= + +  (76) 

 1a n n n= −  

 
แฮมิลโทเนียนของศักย์ฮาร์โมนิค จึงอยู่ในรูป 

 † 1
2

H a aω⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  (77) 

 
การวิวัฒน์ของสถานะเจาะจงของการดักจับอนุภาคจึงอยู่ในรูปสถานะเจาะจงแบบฮาร์โมนิคด้วย
ระยะห่างทางปริภูมิที่เท่ากันและมีความคลา้ยกับโฟนอนของการสั่นของแลตทซิที่ควอนไทซ์แล้ว และ
มักจะให้ค่าความยาวสเกล 0x  คือ 

 0 / 2x mω= =  (78) 

 

3.7 การดักจับไอออนในหลุมศักย์ฮาร์โมนิคแบบพสิัยสัน้ 

                  อันตรกิริยาแบบข้ัวคู่ไฟฟ้าในรูปแบบศักย์ฮาร์โมนิคแบบพิสัยสั้น สามารถเขียนได้ใน
รูปแบบ 

 2 2 21( ) [ ( ) ( )]
2

V x m x rL x L x Lω θ θ= − + − −  

                                         
2 2 21

2 ( ) ,      | |
0 ,                             | |

m x rL x L
x L

ω⎧ − <
= ⎨

>⎩
                                   (79) 

โดยที่ ( )xθ  คือ ฟังก์ชันบันไดของเฮฟว่ีไซด์ และ 2L  คือ พิสัยของศักย์ และ m   คือ มวลของอะตอม 
และ และ ω  คอื ความถ่ีการสั่นแกว่งของอะตอม ตัวพารามิเตอร์ (0) / [ (0) ( )]r V V V L= − บอกค่า
ความต่างกันในศักย์ และศกัย์อนุญาตใหม้ีสถานการณ์กระเจิงด้วยค่าพลังงาน ( 0E > ) และมีสถานะ
ขอบเขต ( (0) 0V E< < และ 0r > ) ซึ่งจะพิจารณาสถานะขอบเขต  

ถ้าเปลี่ยนตัวแปรใหม่กล่าวคอื 

 z xα= , 2mωα =
=

                 (80) 

ดังน้ัน ในกรณทีี่ | |x L<  สมการชเรอดินเงอร์ คือ 

 
2

2 2

( ) 2 [ ( )] ( ) 0d x m E V x x
dx
ψ ψ+ − =

=
       (81) 

 ก็จะมีรูปเป็น 
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2 2

2

(z) ( ) 0
4

d z a z
dz
ψ ψ

⎛ ⎞
− + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (82) 

โดยที่ 

 (0)V Ea
ω
−

=
=

  (83) 

ผลเฉลยทั่วไปของสมการ อยู่ในรูปการซ้อนทับของฟังก์ชันแพริที 
 1 2( , ) ( , )e oc y a z c y a zψ = +  (84) 

โดยที่  

 2
2

z /4
1

1 1( , ) , ,
2 4 2 2
a zy a z e M− ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (85) 

 2
2

z /4
2

3 3( , ) , ,
2 4 2 2
a zy a z e zM− ⎛ ⎞

= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (86) 

โดยที่ 1 1( , , ) ( ; ; )M a b z F a b z=  คือ ฟังก์ชันคุมเมอร์ 

 
0

( ) ( )( , , )
( ) ( ) !

n

n

b a n zM a b z
a b n n

∞

=

Γ Γ +
=
Γ Γ +∑   (87) 

( )zΓ  คือ ฟังก์ชันแกมมา ec  และ oc  คือ ค่าคงที่ใด ๆ ในกรณีที ่ x L> ผลเฉลยแบบเลอืนหายไปของ
อนุภาคอิสระอยู่ในรูป ( 0ψ → เมื่อ x →∞ ) สามารถเขียนให้อยู่ในรูป 
 kzceψ −=  (88) 
โดยที่c  คือ ค่าคงที่ใดๆ และ  

 
2

2 2

2
4

L

L

zmE r ak
L z

−
= = +

=
 (89) 

โดยที่  

 2
/L
Lz L
m

ωα= =
=

 (90) 

คือ ค่าของ z ที่ x L= เน่ืองจาก ( ) ( )V x V x− = สมการชเรอดินเงอร์ยืนยงภายใต้การผกผันของปริภูมิ 
( x x→− ) ดังน้ัน จึงสามารถเลือกผลเฉลยทีม่ีแพริทแีบบจํากัดค่าได้ ฟังก์ชันเจาะจงของแพริทีคู่ ( eψ ) 
และแพริทคีี่ ( oψ ) ตามแนวแกน x  สามารถเขียนได้ว่า 

 
2 2

2 2
/4

| |

1 1, , [ ( ) ( )]
2 4 2 2

        [ ( ) ( )]

x
e e

k x

a xc e M x L x L

ce x L x L

α αψ θ θ

θ θ

−

−

⎛ ⎞
= + + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
+ + + −

 (91) 

 

 
2 2

2 2
/4

| |

3 3, , [ ( ) ( )]
2 4 2 2

        [ ( ) ( )]

x
o o

k x

a xc xe M x L x L

ce x L x L

α αψ α θ θ

θ θ

−

−

⎛ ⎞
= + + − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
+ − − − −

 (92) 
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ผลเฉลยของแพริทีคู่สอดคลอ้งกับเง่ือนไขของนิวแมนท่ีจุดกําเนิด ( 0( ) / | 0xd x dxψ = = ) และแพริทีคี่
สอดคล้องกับเง่ือนไขไดริชเลท ( (0) 0ψ = ) เมื่อพิจารณาด้านบวกของแกน x และใช้เง่ือนไขความ
ต่อเน่ืองของ ( )xψ  และของ ( ) /d x dxψ ที่ x L= และใช้สูตรหมุนเวียนที่เก่ียวข้องกับ 1y และ 2y คือ 

 ( )1
1 2

( , ) 1( , ) 1,
2 2

dy a z z y a z a y a z
dz

⎛ ⎞+ = + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (93) 

 ( )2
2 1

( , ) ( , ) 1,
2

dy a z z y a z y a z
dz

+ = +  (94) 

จึงได้ 

 2
2 2

/4 1 5 3 1 1 1, , , ,
2 2 4 2 2 2 2 4 2 2

z
e

d a z a ze c z a M M
dx
ψ α −

⎧ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎛ ⎞= + + − +⎨ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦⎩

 

                          
2 2 23 1 3 3, , , ,

2 4 2 2 2 2 4 2 2o
a z z a zc M M

⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎪+ + − + ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎪⎣ ⎦⎭

 (95) 

ความต่อเน่ืองของ ψ  ที่ x L=  ขึ้นกับ kLce−  
ดังน้ัน สําหรับแพริทีคู่ผลเฉลยมีค่าเป็น 

 
2

21 1, ,
2 4 2 2

Lz L
e

zac e M− ⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (96) 

และสําหรับแพริทีคี่ผลเฉลยมคี่าเป็น 

 
2

23 3, ,
2 4 2 2

Lz L
o L

zac e z M− ⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (97) 

ใช้การเทียบเข้าคู่ตามเง่ือนไข /d dxψ ที่ x L= ของ 
 kLkce−−  (98) 
สําหรับแพริทคีู่ จะได้  

 2
2 2

/4 1 5 3 1 1 1, , , ,
2 2 4 2 2 2 2 4 2 2

Lz L L
e L

z za ac e z a M Mα − ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (99) 

และสําหรับแพริทีคี่ จะได้  

 2
2 2 2

/4 3 1 3 3, , , ,
2 4 2 2 2 2 4 2 2

Lz L L L
o

z z za ac e M Mα − ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 (100) 

โดยจะได้เง่ือนไขการควอนไทซ์ คือ f g=  โดยที่  

 

2

2

2

2 2

5 3, ,
2 4 2 21 1

2 2 1 1, ,
2 4 2 2

3 1, ,
2 4 2 21 1

2 3 3, ,
2 4 2 2

L

L

L

L L

zaM

zaM
f

zaM

z zaM

α

⎧ ⎛ ⎞
+⎪ ⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎪ − +⎜ ⎟⎪ ⎛ ⎞⎝ ⎠ +⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠= ⎨

⎛ ⎞⎪ +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠−⎪
⎛ ⎞⎪ +⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

 (101) 
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และ  

 24 L

r ag
z

= +  (102) 

แก้สมการจากเง่ือนไขการควอนไทซ์สําหรับ a  ในช่วง 

 
2

0
2
Lzr a⎛ ⎞− < <⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (103) 

จะได้ระดับพลังงานท่ีเป็นไปได้สําหรับอนุภาคที่ถูกจับในบ่อศักย์ในรูปของ a  คือ  
 (0) | |E V a ω= + =  (104) 
โดยที่ a  ขึ้นอยู่กบัพารามิเตอร์ศักย์ผ่าน r   และ Lz เท่าน้ัน 
 



 
 

บทท่ี 4 
ผลการวิเคราะห์ข้อมูล 

 
4.1 ผลการวิเคราะห์เชิงคณุภาพ 
 

ได้นําเสนอศักย์ฮาร์โมนิคดังปรากฏตามสมการ (79) เมือ่พิจารณาการปรับพารามิเตอร์ r  ที่
เป็นไปได้ทั้งหมดจึงสามารถเขียนกราฟได้ดังรูปที่ 4.1 
 

 
รูปที่ 4.1 แสดงศักย์ฮาร์โมนิคที่ค่าพารามิเตอร์ r  ใดๆ 

 
4.2 การวิเคราะห์เชิงสมการเชิงตัวเลข 
 
จากหัวข้อที่ (3.7) ผลเชิงคุณภาพจากการเขียนกราฟของ f  และ g ดังรูปที่ ซึ่งแสดงพฤติกรรมของ f

เทียบกับ | |a สําหรับค่าทั้งสองของ Lω  และ g สําหรบัค่า r ที่แตกต่างกันสามค่า พลังงานเจาะจงถูก
กําหนดด้วยจุดตัดกันของกราฟที่นิยามด้วย f  ด้วยฟังก์ชันรากที่สองที่ถูกนิยามโดย g  โดยที่ 
0 / 2g r< <  โดยปราศจากการแก้หาผลเฉลยของเง่ือนไขการควอนไทซ ์ กระบวนการน้ีใช้หา
สเปคตรัมของการส่ันเฉพาะที่ได้ซึ่งคล้ายกบักรณีของศักย์สี่เหลี่ยม อย่างไรก็ตามศูนย์และขั้วของ f  ไม่
เกิดขึ้นในช่วงปกติดังที่ควรจะเป็นเหมือนกับกรณีของ tan( )x  และ cot( )x  

เมื่อพิจารณาว่าเป็นฟังก์ชันของ | |a ดังน้ัน จึงเป็นสาขาของฟังก์ชันเพ่ิมทางเดียวซึ่งถูกจํากัดค่า
โดยเส้นโค้งเชิงเส้นกํากับแนวต้ังเน่ืองมาจากศูนย์ของ 2( / 2 1/ 4,1/ 2, )LM a z+ และ 

2( / 2 3 / 4,3 / 2, / 2)LM a z+  สําหรับค่ามากๆของ Lω และสําหรับค่าน้อยๆของ | |a และค่าแอบซิส

ซาของสมการกํากับซึ่งมีค่าประมาณ 1/ 2n +  เมื่อ n เป็นจํานวนเต็มบวกและเป็นศูนย์ของ f ด้วย 
เน่ืองจากฟังก์ชันคอนฟลูเอนท์ไฮเปอร์จีออเมตริกเข้าสู่ 1 เมื่อ 0Lz →  ซึ่งจะได้ว่า | |f a→

สําหรับผลเฉลยแพริทีคู่ และ f → −∞  สําหรับผลเฉลยแพริทีคี่เมื่อ 0Lω →  เพราะว่าฟังก์ชันรากที่

(a)

Scale parameter, r > 1

−L L x

U(x)

0

(b)

Scale parameter, r = 1

−L L x

U(x)

0

(c)

Scale parameter, 0 < r < 1

−L L
x

U(x)

0

(d)

Scale parameter, r < 0

−L L
x

U(x)

0
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สองเป็นศูนย์เมื่อ 2| | ( / 2)La r z= เพียงหน่ึงเจาะจงพลังงาน ซึ่งมันมาพรอ้มกับเจาะจงฟังก์ชันแพริทีคู่ 

ด้วย | | 0a ≈  จึงเกิดขึ้นได้ 
จํานวนที่เป็นไปได้ของสถานะมีขอบเขตดําเนินไปกับ 2( / 2)Lr z แต่จํากัดด้วยค่าของ | |a  ซึ่ง

ทําให้ฟังก์ชันรากที่สองเป็นศูนย์ ดังน้ัน ผลเฉลยของสถานะจํากัดขอบเขตทําให้เกิดเซตของผลเฉลย
จํานวนจํากัดถ้าพารามิเตอร์ของศักย์มีค่าจํากัด 

สเปกตรัมที่เกิดจากระดับพลังงานท่ีมาพร้อมกับเจาะจงฟังก์ชันของแพริทีสลับ จํานวนของ
สถานะจํากัดขอบเขตพุ่งขึ้นเมื่อพารามิเตอร์ศักย์เพ่ิมขึ้นและมีอย่างน้อยหน่ึงผลเฉลยแน่นอนโดยที่ไม่
ต้องคํานึงถึงว่าพารามิเตอร์จะมีค่าน้อยเท่าไร ทุกเจาะจงพลังงานในรูปแบบของ | |a มีแนวโน้มเข้าสู่
แบบเส้นกํากับที่ 1/ 2n +  เมื่อ Lω →∞  (โดยที่ 0,1, 2,3,...n = ) ระดับพลังงานมีแนวโน้มเข้าสู่ค่า
สูงๆเมื่อพารามิเตอร์ r เพ่ิมขึ้น เน่ืองจากเจาะจงพลังงานเป็นฟังก์ชันของ Lω ระดับพลังงานจึงเป็น
ฟังก์ชันเพ่ิมขึ้นทางเดียวสําหรับ 1r ≤ แต่ยังครอบคลุมตัวสั่นแกว่งที่อยู่ด้านในของผนัง ( 1r > ) ทําให้
ระดับพลังงานเข้าสู่ค่าสูงสุดสาํหรับบางค่าของ Lω  

 
4.3 การประมาณผลเฉลยแบบวิเคราะห์ 
รูปแบบและขีดจํากัดของตัวแทนแบบเส้นกํากับสําหรับฟังก์ชันคอนฟลูเอนท์ไฮเปอร์จีออเมตริก ทาํให้
ได้ผลเฉลยแบบวิเคราะห์เชิงประมาณสําหรบับางกรณีที่สถานะต้ังอยู่ระดับขอบล่างและสถานะที่ต้ังอยู่
ในระดับขอบสูงๆ 
 พจน์เชิงเส้นกํากับของ ( , , )M a b z สําหรับ a →−∞  คือ 

    
1
4 2z/2 1/21( , , ) ( )

2

b

M a b z b e bz az π
−

−⎛ ⎞= Γ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 1/21cos 2 4 [ |1 ]    ,      
4 2

/ 2 |bbbz a az zπ −⎡ ⎤⎛ ⎞× − + − + ∈ℜ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣
−

⎦
   (105) 

เน่ืองจาก (3 / 2) (1/ 2) / 2Γ = Γ  ดังน้ัน เง่ือนไขการควอนไทซ์ตามสมการที่ จึงอยู่ในรูป 

                       
2

| | tan( | | )

2
| | cot( | | )

L L
L

L L

a z a z
zkL

a z a z

⎧
⎪

− ⎨
⎪−⎩

�  (106) 

 

ผลเฉลยที่อยู่ในรูปท่ีง่ายเกิดข้ึนต่อ ( ) (0) | | | (0) |V L V E V− << <<  เม่ือ 2 / 2LkL z>>   ซ่ึงจะได้ 

                              
| | tan( | | )

| | cot( | | )

L L

L L

a z a z
kL

a z a z

⎧
⎪
⎨
⎪−⎩

�  (107) 

ในกรณีน้ีผลเฉลยเจาะจงฟังก์ชันภายในหลุมศักย์จึงกลายเป็น 
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สําหรับ

ไม่นิยาม สําหรับ

 ( ) cos( | | ) sin( | | )
| |

o
e

cx c a x a x
a

ψ α α+�  (108) 

ต่อไปจะพิจารณาสถานะที่ต้ังอยู่ระดับสูงในศักย์ฮาร์โมนิคขยายตํ่าลงมา ( 1r >> ) เพ่ือให้ได้ผลลัพธ์
สําหรับหลุมศกัย์รูปสี่เหลี่ยม ซึ่งอาจละทิ้งผลกระทบต่างๆท่ีมาพร้อมกับผลเบ้ืองล่างของ ( )V x  ซึ่ง
ห่างไกลจากสถานะที่อยู่ระดับสูง ( ) (0) | (0) |V L V V− <<  ทําให้บริเวณส่วนล่างของศักย์ดูแบนราบ 

 สําหรับ z ที่มีค่าน้อยๆฟังก์ชันไฮเปอร์จีโอเมตริก ( , , )M a b z มีค่าเป็น  

 2( 1)( , , ) 1 ...
2 ( 1)

a a aM a b z z z
b b b

+
= + + +

+
 (109) 

ดังน้ัน เง่ือนไขการควอนไทซส์ําหรับ 1Lz <<  นําไปสู่ 

                                  2 2| | | | 0
4 L
ra a z⎛ ⎞+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
�  

(110) 

                                               2| |1 0
3 L
a z+ �  

ดังน้ัน เพียงรากเดียวที่ถูกต้อง | | 0a � สําหรับผลเฉลยแพริทีคู ่ผลเฉลยเจาะจงแบบก่ึงศูนย์และเจาะจง
ฟังก์ชันแบบไม่เฉพาะที่ของมันใช้ได้เมื่อ /L mω << =  โดยที่ (0) 0V �  ในกรณีน้ีรูปร่างของศักย์
จะคล้ายร้ิวหรือเป็นบ่อต้ืนๆ 

 เมื่อค่า | |z  มีค่ามากๆจะได้ 

 ( , , )                     e  > 0
( ) ( )

z a bM a b z e z z
b a

−

ℜ
Γ Γ

�   (111) 

จาก เอกลักษณ์ ( 1) ( )z z zΓ + = Γ  และจาก ( )zΓ  มีขั้วอย่างง่ายที่ z n= −  เมื่อ 0,1, 2,3,...n =  
เมื่อแทนสมการ (111) ลงในสมการ (101) จะได้ 

                                        

                   

1/ 2                                   | | 1/ 2  
            
                                         | | 1/ 2

a n
f

a = n

− ≠ +⎧
⎪
⎨
⎪ +⎩

�       (112) 

ทั้งผลเฉลยแพริทีคู่และคี่ พฤติกรรมแบบเอกฐานของ f  เมือ่ | | 1 / 2a n= +  เป็นเหตุผลว่ามันมีความ
ไม่ต่อเน่ืองแบบอนันต์ที่ค่า | |a  เหล่าน้ี ซึ่งดูได้จากรูปที่ 4.3 และเป็นผลตามมาว่าสําหรับค่าที่ใหญม่าก
พอของ Lz  ฟังก์ชันรากที่สองสามารถเขียนได้ในรูป 

 
2

g τ�   (113) 

และค่า  

สําหรับ
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2 1/ 2
| |

2 3 / 2

n
a

n

+⎧
⎪
⎨
⎪ +⎩

�    (114) 

ซึ่งทําให้เง่ือนไขการควอนไทซ์เป็นจริง สมการ (114) จึงเป็นค่าประมาณที่ง่ายที่สุดตราบเท่าที่เรา
พิจารณาค่าที่อยู่ตํ่าที่สุดของ | |a  จุดตัดกันของฟังก์ชัน f  กับฟังก์ชัน g  เกิดขึ้นที่จุดตํ่ากว่าแอบซิซา
ของเชิงเส้นแบบกํากับแนวต้ังของฟังก์ชัน f  เล็กน้อย ที่จริงการประมาณที่ดีกว่าคือการได้ค่าเมื่อ r  มี
ค่ามากขึ้น อย่างไรก็ตาม สําหรับค่าต่างๆของ r  การพิสูจน์ที่เข้ากันด้วยคือเมื่อ Lz  มีค่ามาก ในการ

ประมาณน้ี ( , , z)M a b  ลดรูปเป็นโพลิโนเมียลดีกรี n  ของ z  เมื่อ a n= −   ในบางกรณีที่ 1/ 2b =  
และ 3 / 2b =  จะได้ 

 2
2

(2 )! 1( ) ( 1) , ,
! 2

n
n

nH x M n x
n

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 2
2 1

(2 1)! 3( ) ( 1) 2 , ,
! 2

n
n

nH x x M n x
n+
+ ⎛ ⎞= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (115) 

เมื่อ ( )nH x  คือ โพลิโนเมียลเฮอร์ไมท์ ดังน้ัน สําหรับ /L mω >> =  จะได้  

 1(0)
2nE V n ω⎛ ⎞+ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
� =  และ 

2 2 /4( )
2

x
n n n

xx N e Hα αψ − ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�   (116) 

โดยที่ nN  คือ ปัจจัยการทําให้เป็นปกติ ค่าโดยประมาณสําหรบั /L mω >> =  คาดว่ามีค่าแม่น

ตรงในกรณีที่ L→∞  เมื่อศักย์มีค่าอยู่นอกย่านการแกว่งเต็มรูปแบบของตัวแกว่งฮาร์โมนิค จึงสะดวก
ที่จะบอกว่าค่าบางค่าของ | |a  ทีไ่ด้จากเง่ือนไขการควอนไทซม์ีค่าเหมือนกันกับค่าอ่ืนๆที่ทาํให้เจาะจง
ฟังก์ชันเป็นปกติในช่วง ( , )−∞ ∞  การประมาณว่าเป็นตัวสั่นแกว่งแบบฮาร์โมนิคได้เมื่อ Lω  มีค่า
จํากัดสําหรับสถานะที่อยู่ตํ่าๆซึ่งเมื่อระดับพลังงานอยู่ใกล้กับก้นของศักย์ซึ่งผลกระทบจากบริเวณขอบ
สามารถละทิ้งได้ 
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รูปที่ 4.2 a) แสดงคิวบิตสองสถานะที่เกิดขึ้นของไอออนที่ถูกดักจับในรูป g  และ e   b) ศักย์ฮาร์โม

นิคเมื่อไอออนถูกขังในบริเวณท่ีมีสนามแม่เหล็กความเข้มสูงสามารถทําให้ได้สถานะคิวบิตแบบสอง
สถานะเช่นกัน 

 
 
 

 
 

P3/2

D3/2

D5/2

P1/2

S1/2

854 nm

866 nm

397 nm
729 nm

ml = +1/2
ml = -1/2

1.2 sτ ∼

0, g

0,e
1,e

2,e

1,g
2,g

qubitω

tωΩ κ Ω

(a) (b)

ก) 2 /L mω = �

f

r = 2

r = 1

r = 1/2

1
0

0.5

-0.5

2 3 | a |
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รูปที่ 4.3 แสดงความสัมพันธ์ระหว่าง f  ซึ่งเป็นฟังก์ชันของ | |a  เส้นที่ต่อเน่ืองแสดงผลเฉลยแพริทีคู ่
ส่วนเส้นประแทนผลเฉลยแพริทีคี่ และเส้นจุดแทนเส้นกํากับ และเส้นประกับจุดแทนฟังก์ชันรากที่สอง  
 
 ในรูปที่ 4.4 เป็นการพล็อตระหว่างระดับพลังงานท่ีต้ังอยู่ในบริเวณเขตค่าตํ่าในรูปของ | |a  เป็น
ฟังก์ชันของ Lω  ผลเฉลยสถานะมีขอบเขตของตัวสั่นแกว่งเฉพาะที่และไม่ถกูกักกันมีจํานวนเซตของ
ผลเฉลยที่มีจํานวนจํากัด จํานวนท่ีมีได้ของสถานะมีขอบเขตเพ่ิมขึ้นกับ Lω  และมีอย่างน้อยหน่ึงผล
เฉลยซึ่งไม่ขึ้นกับว่า Lω  จะมีค่าน้อยเพียงใดก็ตาม ทุกค่าเจาะจงมีค่าเข้าสู่เส้นกํากับของค่า 1/ 2n +  
เมื่อ Lω →∞  โดยที ่ 1, 2,3,...n =   ระดับพลังงานมีแนวโน้มพุ่งตรงไปสู่พลังงานท่ีสูงกว่าเมื่อ
พารามิเตอร์ r  เพ่ิมขึ้น ดังรูปที ่2 อีกทั้งพลังงานซึ่งเป็นฟังก์ชันของ Lω  เป็นฟังก์ชันเพ่ิมขึ้นทางเดียว
สําหรับ 1r ≤  แต่เข้าใกล้ตัวสั่นแกว่งด้วยหลุมศักย์สี่เหลี่ยม 1r >  ทําให้ระดับพลังงานเข้าสู่ค่าสูงสุด
สําหรับบางค่าของ Lω   
 

0

0.5

-0.5

f

1 2 3

r = 2

r = 1

r = 1/2

ข) 3      /L mω = �

| a |
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รูปที่ 4.4 แสดงค่า | |a  สําหรบัระดับพลังงาน 3 ระดับแรกซึ่งเป็นฟังก์ชันของ Lω  (ในหน่วยของ
/ m= ) สําหรับค่าทัง้ 3 ค่าของ r  เส้นจุดพาราโบลาหมายถึงระดับกระตุ้นของการมีอยู่ของสถานะ

จํากัดโดย | (0) | /V ω=   
 
 ต่อไปในรูปที่ 4.5 ซึ่งแสดงผลลัพธ์ของฟังก์ชันเจาะจงของสถานะพ้ืนเทียบกับ x  สําหรับ 

(3 / 2) /L mω = =  และ L  มีค่าเท่ากับความยาวคลื่นคอมป์ตัน ซึง่ฟังก์ชันเจาะจงของสถานะพื้น

ของการสั่นแบบฮาร์โมนิคแบบเต็มรูปแบบ การทําฟังก์ชันให้ปกติ 2| | 1dx ψ
∞

−∞

=∫  ทําได้เพียงแค่แบบ

เชิงตัวเลข ฟังก์ชันเจาะจงสําหรับ 2r =  (เมื่อ | | 0.52a � )  และ 1/ 2r =  (เมื่อ | | 0.416a � ) ซึง่
แตกต่างจากฮาร์โมนิคแบบเต็มรูป การประมาณท่ีดีกว่า คือ 2r =  ซึ่งมันเป็นค่าเจาะจง การประมาณ
ที่ไม่แย่เกินไปเมื่อให้ /L mω ∼ =  ดังที่คาดหวังไว้จากการวิเคราะห์ความลงเอยสําหรับทุกค่าของ 
r   ควรจะเป็นไปได้เมื่อ /L mω >> =   

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

|a|

r = 2 r = 1 r = 1/2

Lω
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รูปที่ 4.5  ฟังก์ชันเจาะจงของสถานะพ้ืนเป็นฟังก์ชันของ x  สาํหรับ (3 / 2) /L mω = =  และ L  มี
ค่าเท่ากับความยาวคล่ืนคอมป์ตัน เส้นกราฟที่ต่อเน่ืองเป็นของตัวแกว่งฮาร์โมนิค ขณะที่เส้นประเป็น
ตัวแทนของ 1/ 2r =  และเส้นจุดเป็นกรณีที่ 2r =    
 
 
4.4 สารสนเทศเชิงควอนตัมเกตโดยไอออนท่ีถูกดักจับ 
4.4.1 แฮมิลโทเนียนของไอออนในการดักจับ 
พิจารณาแฮมิลโทเนียนของ N  ไอออนในศักย์ดักจับฮาร์โมนิค 3 มิติ ผ่านอันตรกริยาแบบคูลอมบ์  คือ 
 

 
2 2

2 2 2

1 1 0

| |
2 2 4 ( )

N N
i

x i y i z i
i i i j i j

pm eH x y z
r r

ω ω ω
πε= = <

⎛ ⎞
= + + + +⎜ ⎟ −⎝ ⎠
∑ ∑∑ G G  (117) 

 
เน่ืองจากศักย์การดักจับเป็นการจับไอออนเป็นเชิงเส้นและต้ืนมากในแนวแกน z   (ซึ่งต้ังฉากกับกับจุด
ปลายของหมวกศักย์) จึงเพียงพอที่จะพิจารณาเฉพาะแนวแกน z  ไอออนต่างๆยังคงอยู่ในสถานะพ้ืน
เทียบกับการสั่นในทิศทางตามแกน x   และแกน y  ไอออนที่ถูกทําให้เย็นตัวลงด้วยเลเซอร์ จะอยู่ใน
ย่าน แลมบ์-ดิกเก โดยที่พารามิเตอร์แลมบ์-ดิกเก 1η � ซึ่งเป็นอัตราส่วนระหว่างความยาวสเกลค่า 0z  

ของแอมพลิจูดการสั่นในศักย์ดับจับฮาร์โมนิคและความยาวคลื่น λ ของแสงเลเซอร์ตกกระทบ หรือ 
 

 02 2
2 t

z
Nm

π πη
λ λ ω

= =
=  (118) 

 
โดยที่ N คือ จํานวนของไอออนในหลุมดักจับ  m   คือ มวลของไอออน  tω   คือ ความถ่ีการดักจับ 

0.6

0.4

0.2

-4 4-2 20
x

ψ
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ถ้าไอออนถูกทําให้เย็นตัวลงด้วยเลเซอร์พวกมันจะสั่นด้วยแอมพลิจูดเล็กๆรอบจุดสมดุล ดังน้ัน ศักย์คู
ลอมบ์สามารถกระจายออกเป็นอนุกรมเทย์เลอร์ ดังน้ัน ศักย์การดักจับตามแนวแกน z  สามารถเขียนได้
เป็น  

 
1 1

( )
N N

ij i j
i j

V z U z z
= =

= ∑∑  (119) 

 
ศักย์ในแนวเฉยีงจากการแปลงจนในที่สุดแฮมิลโทเนียนของไอออนถูกแปลงให้อยู่ในรูป 

 †

1

N

i i i
i

H a aω
=

=∑=  (120) 

 
ซึ่งเป็นศักย์ฮาร์โมนิคสําหรับตัวสั่นแกว่งด้วยจํานวนโมดปกติ เท่ากับ N  
 
4.4.2 อันตรกริยากับสนามเลเซอร ์
แฮมิลโทเนียนสําหรับอันตรกริยาของไอออนต่างๆในสนามเลเซอร์ความถ่ี ω  คือ  
 cos( )( )i

I i i i i iH kz tφ ω σ σ+ −= Ω + + +   (121) 

สําหรับโมด i  และสมมติว่าเลเซอร์เป็นคลืน่ระนาบ โดยที่ความถ่ีแบนราบ iΩ  เป็นสัดสว่นโดยตรงกับ

แอมพลิจูดของสนามเลเซอรแ์บบฉบับ iσ
+และ iσ

− คือ ตัวดําเนินการเพิ่มและลดของสองสถานะภายใน

ของอะตอมตามลําดับ iz  ควอนไทซ์ในศักย์ดักจับแล้ว  

 †
,

1 2 ( )i i eq CMz z Nm a aω= + +
=

 (122) 

ซึ่งพิจารณาเฉพาะสถานะกระตุ้นที่มีโมดปกติค่าของศูนย์กลางมวลท่ีมีคา่ตํ่าสุด  ด้วยตําแหน่งสมดุลที่
รวมอยู่ในเฟส iφ  แล้ว ดังน้ัน แฮมิลโทเนียนจึงอยู่ในรูป 

 †cos ( ) ( )i
I i i i iH a a t

N
η φ ω σ σ+ −⎛ ⎞= Ω + + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (123) 

เมื่อพิจารณาพารามิเตอร์แลมบ์-ดิกเก กรณี 1η � จะแบ่งออกเป็น 2 กรณี คือ 
1.เมื่อปรับแต่งแสงเลเซอรใ์ห้ตรงกับการเลื่อนสถานะภายในของอะตอม 0ω ω=   จะได้ 

 ( )exp( ) exp( )
2

i i
I i i i iH i iσ φ σ φ+ −Ω
= + −  (124) 

 
สนามเลเซอรท์าํให้เกิดการเลื่อนเฉพาะสถานะภายในของไอออนเท่าน้ัน 
2.เมื่อปรับแต่งแสงเลเซอรใ์ห้ตรงกับการเลื่อนสถานะแบบด้านข้างแถบพลังงานของอะตอม 

0 CMω ω ω= ±  จะได้ 

( )† exp( ) exp( )
2

i i
I i i i iH a i a i

N
σ φ σ φ+ −Ω

= + −      เมื่อ 0 CMω ω ω= +   (125) 

และ  
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( )†exp( ) exp( )
2

i i
I i i i iH a i a i

N
σ φ σ φ+ −Ω

= + −       เมื่อ 0 CMω ω ω= −   (126) 

ในกรณีน้ีนอกจากจะมีการเลื่อนสถานะภายในแล้วจะมีการผลิตหรือทําลายโฟนอนด้วย รูปที่ 4.6 แสดง
ความเป็นไปได้ต่างๆ 

 

รูปที่ 4.6 แสดงแผนภาพการเลื่อนของสถานะที่เป็นไปได้ของไอออนที่ถูกดักจับ 

4.4.3 การดําเนินการด้วยควิบิตเด่ียว 

คิวบิตอันหน่ึงมีการเข้ารหัสในสถานะภายในของไอออน ดังรูปที่ 4.7 

 

 

รูปที่ 4.7 การเข้ารหัสคิวบิตในไอออนที่ถูกดักจับ 

เกตสถานะคิวบิตเด่ียวเกิดขึ้นได้โดยการปรับแต่งความถ่ีของแสงเลเซอรใ์ห้ได้ 0ω ω=  โดยการเลือกการ

เลื่อนเฟส φ  และช่วงเวลาของอันตรกริยาโดยประมาณจากการหมุนในแบบใดๆ ดังน้ัน เกตของคิวบิต
เด่ียวจึงเป็นไปได้ด้วยวิธีการน้ี 

4.4.4 การดําเนินการคิวบิตคู ่

เกตพลิกกลับทีส่ามารถควบคมุได้ทําให้เกิดขึน้ได้เมื่อมีระดับพลังงานเสริมของอะตอม ตามแผนภาพ
ต่อไปนี้ 

 

ωz

ω0สีแดง สีน้ำเงิน

11
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01

00

การวัดและ
การเย็นตัวดวยเลเซอร

การพลิกกลับราบี และ
การเลื่อนของสถานะคิวบิต

หรือ

หรือ
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g

e

2
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รูปที่ 4.8 แผนภาพของเกตของสถานะสองคิวบิต 

1. สมมติว่าคิวบิตหน่ึงเริ่มถูกติดต้ังในสถานะภายในของไอออน ( 0  หรือ 1 ) คิวบิตอ่ืนถูกติดต้ัง

ในสถานะโฟนอน ( 0  หรือ 1 ) โดยคิวบิตทั้งสองจะอยู่ในสถานะซ้อนทับกัน 

2. ยิงแสงเลเซอรท์ี่ปรับแต่งด้วยความถี่ aux zω ω+  เพ่ือให้เกิดการเลื่อนสถานะระหว่างสถานะ

สนับสนุนหรือสถานะช่วย 20  และเพียงสถานะ 11  เท่าน้ัน เน่ืองการเป็นเพียงความถี่ค่า

เดียวดังน้ันจึงไม่มีการเลื่อนไปสู่สถานะกระตุ้น เฟสและระยะของพัลส์ของเลเซอร์ถกูเลือกให้
เป็นค่าประเภทพัลส์แบบ 2π  ซึง่จะได้การเปลี่ยนแพริทีของสถานะ คือ  

 11 11→−   

สถานะอ่ืนที่เหลือยังคงไม่เปลี่ยนแปลง ดังน้ัน ผลของสถานะเร่ิมต้น คือ 

 ( ) ( )0 1 0 1 00 10 01 11
ion phonon

+ + = + + +   

                                             00 10 01 11→ + + −   (127) 

ซึ่งทําให้ได้เกตเชิงเฟสที่ถูกควบคุมตามต้องการ 

3. เพ่ือท่ีจะถอดรหัสจากคิวบิตทั้งสองในรูปของการ SWAP ไอออนซึ่งเป็นการแปลงคิวบิตแบบ
ไอออนไปสู่สถานะคิวบิตของโฟนอน ซึ่งทําได้โดยการปรับแต่งแสงเลเซอร์ไปสู่ความถ่ี 

0 zω ω+  และเรียงลําดับเฟสและช่วงของพัลส์ให้เป็นแบบ π  เพ่ือให้เกิดการเปลี่ยนแปลง

สถานะ คือ 
 ( ) ( )0 1 0 1

ion phonon
α β α β+ → +   (128) 

อันตรกิริยาระหว่างคิวบิตใดๆเกิดขึ้นเน่ืองจากโฟนอนเกิดการควอนไทซ์ในโมดการสัน่ของศูนย์กลาง
มวล หรือ com โมด ซึ่งมาจากทุกไอออนที่อยู่ในสถานะถกูดักจับ ซึ่ง com โมดทําหน้าที่เป็นควอนตัม
บัส ดังรูปที่  

 

รูปที่ 4.9 แสดงการคณานาเชิงควอนตัมจากสถานะของไอออนที่ถูกดักจับ 

ωaug + ωz
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n = 1
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ดังน้ัน ประตูหรือเกตแบบ CNOT ระหว่างไอออนตัวที่ k   และไอออนตัวที่ j  จึงถูกสร้างขึ้นโดยใช้ลําดับ
ของการดําเนินการ ดังต่อไปนี้ [6] 

 kjk k j k kCNOT H SWAP C SWAP H=   (129) 

โดยที่ jC  เฟสของเกตที่ถูกควบคุมสําหรับไอออนตัวที่  j   และ kH  คือ เกตของฮาดามาร์ดสําหรบั

ไอออนตัวที่ k  

 

 

 

 
 
รูปที่ 4.10 แสดงโมด WGM ที่เกิดขึ้นในวงแหวนสั่นพ้องแพนด้าระดับไมครอนทั้งด้าน อินพุทและ 
             เอาท์พุท 



 
 

บทท่ี 5 
สรุปผล อภิปรายและข้อเสนอแนะ 

 

5.1 สรปุผล 

ได้สังเคราะห์และวิเคราะห์หาผลเฉลยของฟังก์ชันคลื่นจากแฮมิลโทเนียนของหลุมศักย์ฮาร์โม
นิคพิสัยสั้นซึ่งเกิดจากโมดดับเบ้ิลยูจีเอ็ม (WGM) ของวงแหวนสั่นพ้องแพนด้าระดับไมครอนด้วยสมการ 
ชเรอดินเงอร์ต่อการดักจับไอออน เพ่ือให้ไอออนประพฤติตัวเป็นคิวบิตเพ่ือใช้ในสารสนเทศเชิงควอนตัม
ซึ่งต้องมีการปรับแต่งความถ่ีของแสงเลเซอร์เพ่ือการกระตุ้นให้ไอออนเกิดการเลื่อนระดับสถานะ
พลังงานในรูปของคิวบิตเพียงแค่สองระดับสถานะที่มีได้ทา่มกลางการเช่ือมโยงอันตรกิริยาแลกเปลี่ยน
ร่วมกันกับโฟนอนของเน้ือสารตัวกลาง ซึ่งบทบาทของเลเซอร์เพียงแค่ทําให้เกิดการเลื่อนแค่เพียง 2 
สถานะในตัวของคิวบิตที่ถูกดักจับเท่าน้ัน ด้วยกระบวนการเหล่าน้ีจึงเป็นไปได้ที่จะนําไปประยุกต์ใช้เพ่ือ
ผลิตเป็นช้ินส่วนของวงจรในหน่วยประมวลผลควอนตัมคอมพิวเตอร์ได้ 

5.2 ข้อเสนอแนะ 

ในงานวิจัยคร้ังต่อไปควรออกแบบระบบมิให้มีการเย็นตัวลงลึกมากถึงระดับอุณหภูมิ mK และ
แฮมิลโทเนียนของระบบควรมีความซับซ้อนมากกว่าน้ี และการออกแบบวงแหวนสั่นพ้องแพนด้า ควรมี
การสเกลมาตราให้เล็กลงระดับของท่อนําคลื่นย่านนาโนเมตร เพ่ือประสิทธิภาพการประมวลผลเชิง
ปริมาณท่ีละเอียดแม่นยําและมีประสิทธิภาพมากขึ้น 
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